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Definizione Una funzione y = f(x) si dice periodica di periodo T ,
con T > 0, se si ha:
f(x) = f(x− T )
Se una funzione e` periodica di periodo T , essa lo e` anche di periodo
2T , 3T , 4T . . .
Il periodo piu` piccolo e` anche detto periodo fondamentale ed e` quello
che di solito e` considerato come periodo della funzione.
Le funzioni seno, coseno e tangente sono funzioni periodiche.
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Figura 1: f(x) = {x} ha periodo 1
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Successioni Una successione di numeri reali e` una funzione a valori
reali il cui dominio e` l’insieme N dei numeri naturali
x : N→ R
Si usa descrivere questa particolare funzione con la notazione (xn)n∈N
o, semplicemente (xn)
Il termine n−esimo della successione e` l’immagine dell’intero n ∈ N.
Invece di rappresentare tale termine mediante l’usuale notazione x(n)
si scrive xn
Diremo che xn e` il termine n-esimo della successione (xn)
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Terminologia
Una successione (xn) e` detta decrescente strettamente se, per ogni
n ∈ N si ha che xn > xn+1.
Una successione (xn) e` detta limitata inferiormente se esiste un reale
α tale che, per ogni n ∈ N si ha che α ≤ xn.
Una successione (xn) e` detta limitata superiormente se esiste un reale
ω tale che, per ogni n ∈ N si ha che xn ≤ ω.
Una successione (xn) e` detta limitata se essa e`, sia limitata inferior-
mente, sia limitata superiormente.
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Esempi
xn = 4 per ogni n ∈ N e` una successione stazionaria;
xn =
n
n+ 1
e` una successione crescente strettamente e limitata;
xn =
1
n
e` una successione decrescente strettamente e limitata;
xn = n
2 e` una successione crescente strettamente e limitata inferior-
mente;
xn = cosn e` una successione limitata;
xn = (−1)n n e` una successione non limitata.
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Progressioni aritmetiche Una progressione aritmetica e` una suc-
cessione (xn) tale per cui la differenza d fra due termini successivi e`
costante. Dunque deve valere, per ogni n ∈ N:
xn+1 − xn = d
la progressione (xn) e` individuata una volta che si assegni il primo
termine x0.
x1 = x0 + d, x2 = x0 + 2d, x3 = x0 + 3d, . . .
ragionando induttivamente troviamo per ogni n ∈ N :
xn = x0 + nd
x0 e` detto primo termine della progressione aritmetica e d ragione
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Teorema Sia (xn) una progressione aritmetica di primo termine x0
e ragione d, si ha, allora:
n∑
k=1
xk =
n
2
(x1 + xn+1)
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Progressioni geometriche Una progressione geometrica e` una
successione (xn) , xn 6= 0 per ogni n ∈ N, per cui il rapporto r fra due
termini successivi e` costante.
xn+1
xn
= r
Ogni progressione geometrica e` univocamente determinata se si fissa
il primo termine x0.
ogni progressione geometrica di primo termine x0 e ragione r ha
termine generale:
xn = x0 r
n
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Teorema Sia (xn) una progressione geometrica, per cui r 6= 1, si
ha allora:
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Teorema Sia (xn) una progressione geometrica, per cui r 6= 1, si
ha allora:
n∑
k=1
x0 r
k = x0
r (1− rn)
1− r
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Figura 2: nn+1 , n = 1, . . . , 50
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l’indice n e in ordinata i valori di xn =
n
n+ 1
per n fra 1 e 50
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al crescere di n i valori della successione si fanno via via piu` vicini a 1
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La successione tende al valore limite 1, pero` questo valore limite non
e` algebricamente ammissibile, in quanto l’equazione:
xn =
n
n+ 1
= 1,
e` impossibile.
Questa situazione e` descritta dalla notazione:
lim
n→∞
n
n+ 1
= 1
in cui n→∞ si legge n tendente all’infinito.
Si usa anche:
xn → 1
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Definizione Diremo che (xn) converge a ` ∈ R per n→∞, se per
ogni ε > 0 esiste nε ∈ N tale che per ogni n ∈ N, n ≥ nε si ha:
|xn − `| < ε
La definizione prende atto, in modo formale, del fatto che una quando
una successione converge in generale non arriva, per valori finiti di n,
al valore limite, ma ci si avvicina indefinitamente. Cio` e` espresso dalla
scelta arbitraria di ε > 0, parametro positivo che si avvicina allo zero.
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Teorema Una successione non puo` ammettere due limiti distinti,
vale a dire che il limite di una successione, se esiste, e` unico.
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Teorema Siano xn → `x e yn → `y successioni convergenti, allora:
se α ∈ R la successione il cui termine generale e` αxn e` convergente
e si ha:
lim
n→∞αxn = α `x
la successione il cui termine generale e` xn + yn e` convergente e si ha:
lim
n→∞ (xn + yn) = `x + `y
la successione il cui termine generale e` xn− yn e` convergente e si ha:
lim
n→∞ (xn − yn) = `x − `y
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Teorema
Siano xn → `x e yn → `y successioni convergenti, allora:
la successione il cui termine generale e` xn yn e` convergente e si ha:
lim
n→∞xn yn = `x `y
se `y 6= 0 la successione il cui termine generale e` xn
yn
e` ben definita e
convergente e si ha:
lim
n→∞
xn
yn
=
`x
`y
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Teorema Siano xn → `x e yn → `y successioni convergenti, allora:
se `x > 0 e se `y ≥ 0 la successione il cui termine generale e` xynn e` ben
definita e convergente e si ha:
lim
n→∞x
yn
n = `
`y
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Teorema Siano xn → `x e yn → `y successioni convergenti, allora:
se `x > 0 e se `y ≥ 0 la successione il cui termine generale e` xynn e` ben
definita e convergente e si ha:
lim
n→∞x
yn
n = `
`y
x
se xn ≤ yn per ogni n ∈ N allora
`x ≤ `y
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allora xn ha lo stesso segno di ` a partire da un opportuno indice
critico n?.
Dimostrazione Usiamo la disuguaglianza della definizione di limite
nel caso particolare in cui si sia fissato ε = `/2. Supponiamo ` > 0.
Esiste nε = n
? tale per cui, per ogni n ∈ N, n > n? si ha:
|xn − `| < `
2
. (⊗)
Da (⊗) si deduce che per n > n? si ha:
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Teorema Assegnata una successione convergente xn → ` 6= 0,
allora xn ha lo stesso segno di ` a partire da un opportuno indice
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allora xn ha lo stesso segno di ` a partire da un opportuno indice
critico n?.
Dimostrazione Usiamo la disuguaglianza della definizione di limite
nel caso particolare in cui si sia fissato ε = `/2. Supponiamo ` > 0.
Esiste nε = n
? tale per cui, per ogni n ∈ N, n > n? si ha:
|xn − `| < `
2
. (⊗)
Da (⊗) si deduce che per n > n? si ha:
−`
2
< xn − ` < `
2
se e solo se
1
2
` < xn <
3
2
`.
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Siano date tre successioni che verificano per ogni n ∈ N le disugua-
glianze xn ≤ yn ≤ zn. Se si suppone che:
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Teorema
Siano date tre successioni che verificano per ogni n ∈ N le disugua-
glianze xn ≤ yn ≤ zn. Se si suppone che:
lim
n→∞xn = limn→∞ zn = `,
allora anche la successione (yn) e` convergente, e si ha:
lim
n→∞ yn = `.
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Applicazione
lim
n→∞n sin
1
n
= 1
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Applicazione
lim
n→∞n sin
1
n
= 1
Figura 3: OA = 1, PH = sinα, QA = tanα, OH = cosα
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Nel primo quadrante vale
sinα < α < tanα ⇐⇒ 1 < α
sinα
<
1
cosα
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Nel primo quadrante vale
sinα < α < tanα ⇐⇒ 1 < α
sinα
<
1
cosα
quindi se si pone α = 1/n
1 <
1
n sin
1
n
<
1
cos
1
n
da qui, tenendo presente che 1/n → 0 implica cos 1/n → 1, conclu-
diamo
